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1 はじめに
超離散化とは, 与えられた差分方程式を max 演算, 和, 差で表される区分線形方程式に変換する極限操作であり,
超離散化によって得られる方程式を超離散方程式という. 特徴として, 超離散方程式のパラメータや初期値を整数
値に制限すれば従属変数も整数値を保つ. 詳しい手続きの方法は後述するが, 通常の超離散化では負の量や減算を
扱うときに『負の問題』と呼ばれる問題が発生する. これを克服するための手段の一つとして符号付き超離散化が
ある (薩摩らによる). 本発表では, 符号付き超離散化を通して q-パンルヴェ第二方程式及び符号付き超離散化した
方程式について, 研究して得られたいくつかの結果について紹介する.
2 超離散化と符号付き超離散化
次の差分方程式を例に, 超離散化と符号付き超離散化の違いと手続きの仕方について説明する.
xn+1 = axn + b: (1)
通常の超離散化では, xn = eXn="; a = eA="; b = eB="(" > 0) と変換して両辺に " log をとり
Xn+1 = " log(e
(A+Xn)=" + eB=")
とする. "! +0 として極限をとると, 超離散方程式
Xn+1 = max[A+Xn; B] (2)
を得る. ここで, 超離散化において重要な極限公式 (超離散極限): lim"!+0 " log(eA=" + eB=") = max[A;B] を使っ
た. このように差分方程式から超離散方程式を得られるが, この方法には問題点が 2つある. 1つは xn = eXn=" 型
の変換は xn > 0 でなければならないこと. もう 1つは差の極限: lim"!+0 " log(eA="   eB=") は A  B のときの
評価に困難が生じることである. このような負の量や減算を扱うときに現れる『負の問題』を克服するための手段
の一つとして, 符号付き超離散化がある [3, 4, 5, 6]. (1) に対して符号付き超離散化を行う. まず, 関数 s; S を
s() :=
8<:1 ( = +1)0 ( =  1) ; S() :=
8<:0 ( = +1) 1 ( =  1)
と定義する. S は s の超離散化に対応している. すると,
lim
"!+0
" log(s()eA=" + eB=") = max[S() +A;B]
が成り立つ. さらに, 符号変数 n 2 f+1; 1g と振幅変数 Xn を n = xn=jxnj; jxnj = eXn=" により導入する. 符
号付き超離散化では
xn = fs(n)  s( n)geXn="
と変数変換する. この型の変換は元の変数の符号を保ち, 正負の両方に対応できる. a; b に対しても同様に変換し
て (1) に代入し, 符号が正になるように移項すると
s(n+1)e
Xn+1=" + s( n)e(A+Xn)=" + s( )eB="
=s( n+1)eXn+1=" + s(n)e(A+Xn)=" + s()eB=" (3)
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となる. (3) の両辺に " log をとり "! +0 と極限をとることで, 符号付き超離散方程式
max[Xn+1 + S(n+1); A+Xn + S( n); B + S( )]
=max[Xn+1 + S( n+1); A+Xn + S(n); B + S()] (4)
を得る. (2) より複雑になっているが, (1) で符号によって移項をするかしないかの場合分けを一つの式で表すこと
ができている. 例えば, (4) は n+1 = +1; n = +1;  = +1 のときに (2) になっている. また, 差分方程式 (1) の
解を超離散化することによって超離散方程式 (2)の解を求めることができる.
3 q-PII の行列式解の符号付き超離散化
q-PII とは q 差分パンルヴェ第二方程式のことを指し
(z(q)z() + 1)(z()z(q 1) + 1) =
a2z()
   z() (5)
で与えられる. これを符号付き超離散化して得られる符号付き超離散パンルヴェ第二方程式 (p-ud PII) は a =
eA=";  = qm(m 2 Z); q = eQ="(Q < 0; " > 0) として, 符号変数 m 2 f+1; 1g と振幅変数 Zm に対して
z(qm) = fs(m)  s( m)geZm="
と変数変換して符号付き超離散化の手続きをすることにより得られ
max[Zm+1 + 3Zm + Zm 1 + S(m+1mm 1); Zm+1 + 2Zm + S(m+1); 2Zm + Zm 1 + S(m 1);
Zm + S(m); Zm +A+ 2mQ+ S(m); Zm+1 + 2Zm + Zm 1 +mQ+ S( m+1m 1);
Zm+1 + Zm +mQ+ S( m+1m); Zm + Zm 1 +mQ+ S( mm 1)]
= max[Zm+1 + 3Zm + Zm 1 + S( m+1mm 1); Zm+1 + 2Zm + S( m+1); 2Zm + Zm 1 + S( m 1);
Zm + S( m); Zm +A+ 2mQ+ S( m); Zm+1 + 2Zm + Zm 1 +mQ+ S(m+1m 1);
Zm+1 + Zm +mQ+ S(m+1m); Zm + Zm 1 +mQ+ S(mm 1);mQ] (6)
と表される [2, 3]. q-PII (5) は a = q2N+1(N 2 Z) のとき行列式型の特殊解を持ち
z(N)() =
8>><>>:
g(N)()g(N+1)(q)
qNg(N)(q)g(N+1)()
(N  0)
g(N)()g(N+1)(q)
qN+1g(N)(q)g(N+1)()
(N < 0)
; (7)
g(N)() =
8>>><>>>:
detjw(q i+2j 1)j1i;jN (N > 0)
1 (N = 0)
detjw(qi 2j)j1i;jjN j (N < 0)
(8)
と表される. ただし, 行列式 g(N)() の要素 w() は q-Airy 方程式
w(q)  w() + w(q 1) = 0 (9)
を満たす必要がある [1]. ここでは  = qm(m 2 Z) と置いて簡単化を行い, w() などを w(m) などと書き直す.
w(m) は (9) を満たす必要があるが, (9) は qAi 関数, qBi 関数と呼ばれている独立な特殊解を持ち
qAi(qm) = ( 1)m(m 1)2
1X
n=0
( 1)n( q)n(n+1)2
(q2; q2)n
( q)mn; qBi(qm) = ( 1)m(m+1)2
1X
n=0
( q)n(n+1)2
(q2; q2)n
( q)mn (10)
と表される. これらは q ! 0 のとき
a(m) := qAi(qm) 
8<:( 1)m(m 1)=2 (m  0)qm(m 1)=2 (m   1) ; b(m) := qBi(qm) 
8<:( 1)m(m+1)=2 (m  0)2q m(m+1)=2 (m   1) (11)
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と評価できる [5]. q-PII の行列式解 (7), (8) を符号付き超離散化することによって p-ud PII (6) の解を求める. 評
価式 (11) に対して, w(m) = a(m) または w(m) = b(m) のときの符号付き超離散化は既に調べられている [5]. こ
こでは新しくそれらの線形結合, つまり q-Airy方程式の一般解
w(m) = c1a(m) + c2b(m) (c1 = e
A="; c2 = e
B=")
とする. また簡単のため, g(N)(m) のすべての要素 w(m) に対して, 評価式 (11) の m   1 のときを考える. つ
まり m   2N + 1 とする. まず, N  0 のときの g(N)(m) の符号付き超離散化について.
命題 1. [2] m   2N + 1 に対して, g(N)(m)  (N)(m)eG(N)(m)=" の符号付き超離散化 ((N)(m); G(N)(m)) は
((N)(m); G(N)(m)) =
8>>><>>>:
(
(N)
0 (m); G
(N)
0 (m)) (B  A < f (N)1 (m));
(
(N)
k (m); G
(N)
k (m)) (f
(N)
k (m)  B  A < f (N)k+1(m));
(
(N)
N (m); G
(N)
N (m)) (f
(N)
N (m)  B  A)
で与えられる. ここで, k = 0; 1; : : : ; N に対して

(N)
k (m) =( 1)Nk k(k+1)=2N kk;
G
(N)
k (m) =(N   k)A+ kB+[
  k + 12Nm2 + f 3k2 + (2N + 1)k + N(N 2)2 gm
  83k3 +
 
2N + 32

k2 +
  N + 16 k + N(N 1)(N 2)6 ]Q;
f
(N)
k (m) =

(m N + 3k   2)2   (N   k)(N   k + 1)	Q:
(7) および命題 1から z(N)(m) の符号付き超離散化 ((N)(m); Z(N)(m)) も得られるが, m に関して陽的ではな
い. 書き換えるために m0; k0 を導入する. N;A;B;Q を決めると
m20Q  B  A < (m0 + 1)2Q
を満たす m0 2 Z<0 が唯一つとれる. この m0 に対して
P0 := (m0 + 1)
2Q; Pj := fm20   (N   j + 1)(N   j + 2)gQ (j = 1; : : : ; N + 1)
として Pj を定めると, Pk0+1  B  A < Pk0 を満たす k0 2 f0; 1; : : : ; Ng が唯一つ取れる. このようにして定め
た m0; k0 により, 次の定理を得る.
定理 1. [2]N;A;B;Qから決まるm0, k0を先ほどのように定める. すると,m   2N 1に対して ((N)(m); Z(N)(m))
を次のように書くことができる.
(I) m  m0   2N   1 のとき
((N)(m); Z(N)(m)) = (+1; ( m  2N   1)Q) (Bi-type):
(II) m0   2N  m  m0 +N   3k0 + 1 のとき (0  j  N   k0 または 0  j  N   k0   1)
((N)(m); Z(N)(m)) =
8>>><>>>:
(( 1)j;A B + (m20 +m0   j2)Q) (m = m0   2N + 3j);
(+1; (m0 + j + 1)Q) (m = m0   2N + 3j + 1);
(( 1)j;B  A  fm20 +m0   (j + 1)2gQ) (m = m0   2N + 3j + 2):
(III) m = m0 +N   3k0 + 2 かつ k0 6= 0 のとき
((N)(m); Z(N)(m)) = ( 1; ( m0  N + k0   1)Q):
(IV) m0+N   3k0+3  m  m0+N かつ k0 6= 0 のとき (N   k0+1  j  N または N   k0+1  j  N   1)
((N)(m); Z(N)(m)) =
8>>><>>>:
(+1; (m0 + j)Q) (m = m0   2N + 3j);
(( 1)j;B  A  fm20  m0   (j + 1)2gQ) (m = m0   2N + 3j + 1);
(( 1)j+1;A B + fm20  m0   (j + 1)2gQ) (m = m0   2N + 3j + 2):
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(V) m0 +N + 1  m   2N   1 のとき
((N)(m); Z(N)(m)) = (+1;mQ) (Ai-type):
定理 1 の具体的な例を考える.  = +1;  = +1; N = 3; A = 450; B = 25; Q =  3 とすると m0 =  12; k0 = 2
となり次のようになる. ここで, 実線, 破線は, (7) を計算した時に符号がそれぞれ正, 負のときの振幅変数を表し
ている. ここでは " = 0:1 としている. 丸点, 四角点は定理 1 で符号 (3)(m) がそれぞれ正, 負のときの振幅変数
を表している. 定理 1 から計算して得られる ((N)(m); Z(N)(m)) は (7) の様子をよく捉えている.
((3)(m); Z(3)(m)) =8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
(+1; 3m+ 21) (m   19)
(+1; 29) (m =  18)
(+1; 33) (m =  17)
(+1; 32) (m =  16)
( 1; 32) (m =  15)
(+1; 30) (m =  14)
( 1; 30) (m =  13)
(+1; 30) (m =  12)
(+1; 16) (m =  11)
( 1; 16) (m =  10)
(+1; 3m) ( 9  m   1):
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
à
à
à Z

+
H3L
Z

-
H3L
æ Z
+
H3L
à Z
-
H3L
-15 -10 -5
m
-60
-40
-20
20
40
Z

±
H3L
,Z
±
H3L
以上は N  0 のときの結果であるが, N < 0 のときも同様な議論によって定理 1 と似た結果を得る. 例えば,
 = +1;  = +1; N =  3; A = 210; B = 20; Q =  2 とすると m0 =  10; k0 = 1 となり次のようになる. N < 0
のときに得られた ((N)(m); Z(N)(m)) も, (7) の様子をよく捉えている.
(( 3)(m); Z( 3)(m)) =8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:
(+1; 2m) (m   13)
(+1; 24) (m =  12)
(+1; 6) (m =  11)
(+1; 14) (m =  10)
(+1; 22) (m =  9)
( 1; 12) (m =  8)
( 1; 16) (m =  7)
(+1; 18) (m =  6)
(+1; 18) (m =  5)
(+1; 2m  10) ( 4  m   1):
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ æ
æ
æ
æ
æ
à
à
Z

+
H-3L
Z

-
H-3L
æ Z
+
H-3L
à Z
-
H-3L
-15 -10 -5
m
-20
-10
10
20
30
40
Z

±
H-3L
,Z
±
H-3L
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